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  לנצט �ר        

  לוגיקה מודאלית

  

  �S5ו T ,S4: פסוקית�לוגיקה מודאלית תחשיב. 1

  :בתוספת הסימני� הבאי�, ה� אלה של תחשיב הפסוקי� סימני השפה 1.1

  ; )..."הכרחי ש"( �

  ;...")אפשרי ש"( ◊

  

  : כ"הגדרת נב 1.2

 .כ"כל משתנה פסוקי הוא נב .1

 .)'וכו α⊃β ,α&β( י�אז כ" ג� צירופיה� הפסוקי, כ"נב �βו αא�  .2

 .�αאז כ" ג�  , כ"נב αא�  .3

 .כ"שו� דבר אחר אינו נב .4

 

 α =df ~�~α◊    :"אפשרי ש"הגדרת  1.3

  

   )Mלפעמי� היא נקראת ( Tהמערכת  1.4

 :אקסיומות

 .Tהפסוקי� ה� אקסיומות של �כל הטאוטולוגיות של תחשיב .0

 .    �α⊃α   :כל הנוסחאות מהצורה: ת ההכרחואקסיומ .1

 .     (�α⊃�β)⊂(α⊃β)� :כל הנוסחאות מהצורה :הפילוג אקסיומות .2

  :קכללי ההיס

 : מודוס פוננס .1

 

 : )Necessitation( ההכרח כלל .2

 

  .דומה �S5וב �S4הסימו� עבור יכיחות ב .�T α: מסומנת כ" �Tיכיחות ב

  

  :4Sהמערכת   1.5

  :  S4של האופייניות  ותהאקסיומבתוספת , Tמורכבת מכל כללי ההיסק והאקסיומות של 

    .�α ⊃ ��αכל הנוסחאות מהצורה  

α⊃β    α 

      β 

  α 

�α 
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  :S5המערכת  1.6

   :S5האקסיומות האופייניות של בתוספת , Tמורכבת מכל כללי ההיסק והאקסיומות של 

  .α ⊃ �◊α◊כל הנוסחאות מהצורה 

  

  פסוקיות�סמנטיקה עבור לוגיקות מודאליות תחשיב.  2

  :שבה <G, K, R>הוא שלשה סדורה ) מבנה :או בקיצור, �Tמבנה: או( Tמבנה עבור : הגדרה 2.1

� K של המבנה קבוצת העולמות האפשריי�שנקראת , קבוצה ; 

� G ∈ K . האובייקטG  של המבנה העול� האקטואלינקרא; 

� R  יחס רפלקסיבי עלK . היחסR  של המבנה יחס הנגישותנקרא. 

  

מתאימה ער" אמת לכל ש φ(p, w) מקומית�הוא פונקציה דו <G, K, R>על מבנה  מודל: הגדרה  2.2

  .wועול� אפשרי  p) משתנה פסוקי(נוסחה אטומית 

  

, φ(α, w), של המודל wבעול�  αהאמת של נוסחה  "ער. <G, K, R>מודל על מבנה  φיהי : הגדרה 2.3

  :ע באופ� הבאנקב

 ."מודל"ת ראה הגדר+קבוע כבר φ(α, w)אז ער" האמת , נוסחה אטומית αא�  .1

 .בכל עול� נקבעו כבר �γ ו βושערכי האמת של , �γו βסחאות מורכבת מהנו αנניח כי  .2

אז ער" האמת שלה בכל עול� נקבע כמו בתחשיב , �γו βהיא צירו, פסוקי של  αא�   .א

 :למשל. הפסוקי�

 φ(β∨γ, w) = F     iff    φ(α, w) = φ(β, w) = F . 

 :אז ער" האמת שלה נקבע כ", �βהיא  αא�   .ב

φ(�β, w) = T     ול� � לכל ע"א�w’ ∈ K שנגיש מ�w , מתקיי�φ(β, w’) = T.     

  

על  φולכל מודל , <G, K, R>לכל מבנה : א� מתקיי� התנאי הבא �Tב תקפההיא  αנוסחה : הגדרה  2.4

  .φ(α, G) = T, מבנה כזה

   .�T α: סימו�

  

 .��α T     "א�     �α,      α Tלכל נוסחה : Tמשפט הנאותות והשלמות עבור   2.5

  

הוא ג� , בנוס, להיותו רפלקסיבי, נגישות שלוה שיחס �Tהוא מבנה) S4מבנה ( S4מבנה עבור : הגדרה  2.6

  .טרנזיטיבי
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ולכל , S4עבור  <G, K, R>לכל מבנה : א� מתקיי� התנאי הבא �S4תקפה בהיא  αנוסחה : הגדרה  2.7

  .φ(α, G) = T, על מבנה כזה φמודל 

   .�S4 α: סימו�

  

 .��α S4     "א�     �α      ,α S4לכל נוסחה : S4השלמות עבור משפט הנאותות ו  2.8

   

  .הוא יחס שקילותנגישות שלו השיחס  �Tהוא מבנה) S5מבנה ( 5Sמבנה עבור : הגדרה  2.9

  

ולכל , 5Sעבור  <G, K, R>לכל מבנה : א� מתקיי� התנאי הבא �5Sתקפה בהיא  αנוסחה : הגדרה 2.10

  .φ(α, G) = T, על מבנה כזה φמודל 

   .�S5 α: סימו�

  

 .��α S5     "א�     �α      ,α S5לכל נוסחה : 5Sמשפט הנאותות והשלמות עבור  2.11

   

  

  לוגיקה מודאלית מסדר ראשו�. 3

או /על ידי הוספת סימני הכרח ו �αהוא כל נוסחה סגורה המתקבלת מ αשל נוסחה  סג0ר: הגדרה 3.1

  .בכל סדר שהוא, כוללי�כמתי� 

  

  של קריפקה המכומתת  Tהמערכת 3.2

    :ה� כל הסגוֹרי� של כל הנוסחאות מהצורות הבאות Tשל  האקסיומות  .א

 .)xPx ∨ ~∀xPx∀: כמו( פסוקיות�טאוטולוגיות תחשיב )0(

)1( �α ⊃ α 

)2( �(α⊃β) ⊃ (�α⊃�β) 

)3( α ⊃ ∀xα , כאשרx אינו מופיע חופשי ב�α. 

)4( ∀x[α(x)⊃β(x)] ⊃ [∀xα(x)⊃∀xβ(x)] 

)5( ∀y[∀xα(x)⊃β(y)]  

 .מודוס פוננס: יחידכלל ההיסק ה  .ב
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  המכומתת S4המערכת   3.3

כל הסגוֹרי� של כל הנוסחאות : ידי הוספת האקסיומות הבאות�על) המכומתת( �Tמתקבלת מ

  .�α ⊃ ��αמהצורה   

  

  המכומתת S5המערכת   3.4

כל הסגוֹרי� של כל הנוסחאות : ידי הוספת האקסיומות הבאות�על) המכומתת( �Tמתקבלת מ

  .α ⊃ �◊α◊מהצורה   

  

  סמנטיקה ללוגיקה מודאלית מכומתת. 4

קבוצה   K ∈wהמתאימה לכל , ψיחד ע� פונקציה  >G, K, R< מבנההוא  מכומת �Tמבנה: הגדרה  4.1

  .wהתחו� של הנקראת , כלשהי

  

" מקבלת"ש φ(P, w)מקומית �פונקציה דו הוא <G, K, R>מכומת  �Tעל מבנה מודל מכומת: הגדרה  4.2

  :ופועלת באופ� הבא, w ∈ Kועול�  Pמי מקו�nפרדיקט 

 .φ(P, w) ∈ {T, F}אז , )משתנה פסוקי: כלומר(מקומי �0פרדיקט  Pא�   .א

, היא האיחוד של כל התחומי� Uכאשר הקבוצה ,   φ(P, w) ⊆ Uאז , מקומי�פרדיקט חד Pא�   .ב

: של כל העולמות האפשריי� של המבנה
H  K

U = ψ(H)
∈

∪.  

φ(P, w) ⊆ Uאז  ,n > 1, מקומי�nפרדיקט  Pא�   .ג
n . 

  

תהי , <�T <G, K, Rעל מבנה מודל מכומת φיהי : הגדרה  4.3
H  K

U = ψ(H)
∈

ונניח כי נתונה התאמה של , ∪

 Tהוא תמיד אחד מבי�  w ∈ Kבעול�  αער" האמת של נוסחה . לכל אחד מהמשתני� �Uאובייקט מ

  :באופ� הבא ונקבע, φ(α, w)- מסומ� בער" זה . �Fו

 :אטומית αא�   .א

 ."מודל מכומת"ראה הגדרת +קבוע כבר φ(α, w)אז  ,משתנה פסוקי αא�  )1

 �x1,…,xnה� האובייקטי� המתאימי� ל �a1,…,anו, P(x1,…,xn)נוסחה מהצורה  αא�  )2

  .a1,…,an> ∈ φ(P, w)>�   "א�   φ(P(x1,…,xn), w) = T:    אזי, )בהתאמה(

 :למשל. נקבע כמו בתחשיב הפסוקי� φ(α, w)אז , חאותהיא צירו, פסוקי של נוס αא�   .ב

φ(β & γ, w) = T   א�"   �φ(β, w) = φ(γ, w) = T.  

 :אז, �βמהצורה  αא�   .ג
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φ(�β, w) = T    א�"   �φ(β, w’) = T  לכל עול�w’ שנגיש מ�w.  

אינה מכילה משתני� חופשיי� מלבד  βכאשר , xβ(x,y1,…,yn)∀מהצורה  αנניח כי   .ד

x, y1, …, yn.  נניח כי האובייקטי� המתאימי� למשתני�y1, …, yn  ה�b1, …, bn .אזי: 

φ(∀xβ(x,y1,…,yn), w) = T   לכל :   �"א�a ∈ ψ(w) )לכל : כלומרa  בתחו� שלw( , ההתאמה

  .φ(β(x,y1,…,yn)) = Tנותנת  �x,y1,…,ynל a,b1,…,bnשל 

  

 <G, K, R>מכומת  �Tעל מבנה φומת א� לכל מודל מכ �Tב תקפההיא  αנוסחה סגורה : הגדרה 4.4

  .φ(α, G) = Tמתקיי� 

 .�T α:    סימו�

  

 .��α T   "א�   �α   ,α Tלכל נוסחה סגורה : המכומתת Tעבור  והשלמות משפט הנאותות  4.5

  

הוא ג� , בנוס, להיותו רפלקסיבי, מכומת שיחס הנגישות שלו �Tמכומת הוא מבנה �S4מבנה :הגדרה  4.6

  . טרנזיטיבי

  

  .הוא יחס שקילות מכומת שיחס הנגישות שלו �Tמכומת הוא מבנה �S5מבנה: הגדרה  4.7

  

  .�Tמוגדרת כמו ב �S5וב �S4תקפות ב: הערה  4.8

  

  .��α S4   "א�   �α   ,α S4לכל נוסחה סגורה : המכומתת S4שלמות של הנאותות והמשפט   4.9

 .��α S4   "א�   �α   ,α S5ה סגורה לכל נוסח: המכומתת 5Sשלמות של הנאותות והמשפט  4.10

  

  

  

  

  

�  �סו


